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Аннотация
На сегодняшний день проведено много исследований, посвященных 
влиянию внешних и внутренних факторов на процесс накопления 
сбережений индивидов, а также соотношению между сбережени-
ями населения и темпами развития экономики. Несмотря на это, в 
экономической теории пока нет окончательной точки зрения на эту 
проблему. Кроме того, в российской экономической литературе 
уделяется мало внимания проблеме активизации инвестиционного 
потенциала населения и количественной оценке его сбережений. В 
связи с этим актуальной является задача оптимального распределе-
ния богатства индивидов на потребление и сбережения, возможно 
с учетом использования накоплений в инвестиционных целях. Ин-
терес к решению такого рода задач помогает восполнить пробел 
в теории изучения сбережений населения и позволяет разработать 
спектр направлений, по которым необходимо проводить новые 
дополнительные исследования, в частности исследование мате-
матических моделей, формализующих экономические задачи 
теории потребления. В статье предлагается динамическая модель 
оптимального распределения богатства индивида с несколькими 
ее модификациями, а также качественный анализ базовой модели 
с помощью теории оптимального управления. Результаты иссле-
дования экономически интерпретированы, даны рекомендации по 
оптимальному распределению средств индивида в зависимости от 
значений параметров модели.
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Abstract
Currently, numerous studies have been undertaken to examine the 
influence of external and internal factors on the process of accumu-
lation of individuals’ savings and also the ratio between the popula-
tion’s savings and the rate of economic growth. This notwithstanding, 
economic theory does not have a unanimous point of view on this 
issue. Moreover, Russian economic literature pays little attention to 
the issue of activation of investment potential of the population and 
to quantitative evaluation of its savings. Hence, the issue of optimal 
allocation of an individuals’ wealth between consumption and savings 
is essential and can be taken in consideration when using savings for in-
vestment. The interest in solving this kind of problems helps fill the gap 
in the theory researching population’s savings and allows scholars to 
develop a number of directions for new additional research, in particu-
lar, for investigation of mathematical models which formalize economic 
problems of consumption theory. In the article, the author suggests 
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Введение
В 30-е гг. XX в. с легкой руки Дж.М. Кейн-

са у экономистов возник огромный интерес 
к функции потребления, благодаря чему в 
учебниках по экономической теории появил-
ся раздел по теории потребления. В класси-
ческой экономической теории потребление 
не требовало комплексного изучения и 
выявления внутренних детерминантов потре-
бительского процесса. Предметом иссле-
дования выступало богатство, источники его 
происхождения и накопления [1, с. 17–20].

Согласно теории жизненного цикла, люди 
распределяют доход на длительный период с 
целью установления оптимального соотноше-
ния между долями потребления и сбереже-
ний. Сбережения определяются желанием 
приобрести дорогостоящие блага, обеспе-
чить необходимое потребление в будущем, а 
потребление дает стабильность в настоящем. 
Это достигается путем осуществления сбере-
жений в периоды высокого дохода и их рас-
ходования в периоды низкого. Потребление 
связано не с текущим доходом, а с доходом, 
получаемым в течение всей жизни, и с вели-
чиной первоначального богатства. 

Теория постоянного дохода утверждает, 
что потребительское поведение определяет-
ся возможностями постоянного дохода, а не 
его текущим уровнем [2, р. 34]. Люди пред-
почитают равномерный поток потребления. 
Если потребители не уверены, что данное 
изменение дохода постоянно, они не изме-
нят уровень потребления. Таким образом, у 
групп населения с непостоянными доходами 
предельная склонность к потреблению отно-
сительно ниже.

Аналогичную концепцию предложил 
Дж. Тобин. Согласно ей, потребление зависит 
как от величины располагаемого дохода, так 
и от объема богатства, или чистой стоимости 
имущества. Если полагать, что сбережения 
делают по разным мотивам, в частности из-
за желания передать наследство, то следует 
признать, что распределение текущего до-
хода между сбережениями и потреблением 
находится в непосредственной зависимости 
от величины чистой стоимости имущества, 
принадлежащего потребителю. Чем выше 
эта величина, тем слабее стимулы к сбере-
жениям, потому что со временем уровень 

богатства развивающегося общества растет, 
увеличиваются и размеры реальных доходов.

Каждый индивид на протяжении всей 
своей жизни решает проблему распреде-
ления своих средств между потреблением 
(расходами на текущий спрос) и сбереже-
нием. Этот вопрос особенно остро стоит 
в условиях рыночной экономики, которая 
диктует стремление к наиболее выгодному 
использованию полученного дохода. Стрем-
ление к максимальной выгоде может побу-
дить индивида к увеличению потребительских 
расходов (одной из причин может послужить 
инфляция), а может заставить отказаться от 
части потребительских расходов, склонив к 
увеличению сбережений. Таким образом, 
даже на микроэкономическом уровне эта 
проблема весьма актуальна, поскольку ни в 
какой другой сфере не наблюдается столь 
тесная связь макро- и микроэкономики. 
Более того, пропорция, в которой масса 
потребителей в целом делит доход на по-
требляемую и сберегаемую части, способна 
буквально разрушить или оживить экономи-
ку всей страны.

Каким образом человек принимает 
решение о том, как разделить свой распо-
лагаемый доход (после уплаты налогов) на 
потребление и сбережение? Очевидно, что 
это решение может зависеть от процентной 
ставки. Однако существует и много других 
причин, но экономисты в первую очередь 
выделяют межвременные предпочтения: 
человек принимает решение о том, как раз-
делить текущий доход между потреблением 
сегодня и потреблением в будущем. Свой 
выбор он основывает на двух факторах. Пре-
жде всего, важен фактор дохода: сколько 
человек ожидает зарабатывать в будущем. 
Если индивид думает, что будет зарабаты-
вать меньше, чем сейчас (например, из-за 
планируемого выхода на пенсию), то он 
будет сберегать. То же самое происходит, 
если у индивида нет уверенности относитель-
но будущих заработков. Если же человек 
ожидает, что его доход вырастет, то, наобо-
рот, сейчас он будет тратить сбережения или 
брать в долг. 

Второй фактор — это доходность от вло-
жения сбережений. Если человек может вло-
жить деньги под хороший процент, он имеет 

a dynamic model of optimal allocation of an individual’s wealth with 
some modifications and also a qualitative analysis of the basic model 
with the help of the optimal control theory. The results of the research 
are interpreted from the economic perspective. Recommendations 
for optimal allocation of an individual’s wealth according to the value 
of the model parameters are given.
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стимул отказаться от текущего потребления 
в пользу будущего. 

Индивид принимает решение о потре-
блении и сбережении, исходя из своих пред-
ставлений о текущем и будущем доходе. 
То, как человек реагирует на изменение в 
доходности сбережений, т.е. на изменение 
того процента, который он получает, поло-
жив деньги в банк, определяет его межвре-
менной выбор. Чтобы понять, как индивид 
осуществляет межвременной выбор, рас-
смотрим самый простой пример: человек 
живет два периода — молодость и старость. 
В первый период он работает и зарабатывает 
доход W, а во второй период он живет на 
пенсии и тратит сбережения, накопленные в 
первый период. Эти сбережения дают ему 
реальную доходность r. Таким образом, 
его накопления на момент выхода на пенсию 
равны (1 + r)(W – c), где c — потребление 
в определенный период. Здесь все величины 
даны в реальном исчислении, т.е. после учета 
инфляции. Мы не будем принимать во внима-
ние факторы наследства и неопределенности 
и просто предположим, что человек на пен-
сии тратит все свои сбережения.

Отметим, что задача, которую должен 
решить индивид, ничем не отличается от 
оптимизационных задач, знакомых из курса 
микроэкономики: нужно выбрать оптималь-
ную корзину двух товаров, в данном слу-
чае — потребления сегодня и потребления в 
будущем. В связи с этим весьма актуальным 
представляется анализ моделей распреде-
ления финансовых средств на потребление, 
накопление и инвестиции в зависимости от 
различных внешних и внутренних экономи-
ческих факторов, оказывающих на них влия-
ние. Предложенные в данной статье модели 
отнюдь не претендуют на полноту картины 
динамики потребления-сбережения (напри-
мер, содержат допущения, не учитываю-
щие, что сбережения могут приносить доход 
или что индивиды не знают продолжительно-
сти своей жизни), но дают представление о 
приложении математического аппарата к ре-
шению подобного рода экономических задач 
[3, с. 4; 4, с. 4; 5, с. 28; 6, с. 10; 7, с. 29]. 

Базовая модель оптимального соотношения 
потребления и накопления:  

постановка задачи и построение модели
Пусть потребитель располагает в момент 

времени t финансовыми средствами в коли-
честве W(t), которые растут с течением вре-
мени с постоянным темпом r. В начальный 
момент времени t = 0 уровень реального 
богатства потребителя составляет W

0
. Неко-

торую долю своих средств W(t) потребитель 
расходует на приобретение товаров и услуг 
в количестве c(t), которое в каждый момент 
времени t удовлетворяет условию 0 ≤ c(t) ≤ 1. 
Оставшаяся доля средств идет в счет сбере-
жений. Параметр β > 0 имеет смысл субъек-
тивной нормы дисконтирования потребления 
(его можно назвать параметром нетерпе-
ливости). Чем больше этот параметр, тем 
выше ценит индивид свое сегодняшнее по-
требление по отношению к будущему.

Поставим задачу максимизировать дис-
контированное потребление за временной 
период [0; T] так, чтобы к концу этого пери-
ода средства потребителя достигли величины 
W

T
. Эта задача математически формали-

зуется как однокритериальная оптимизаци-
онная модель. Составим математическую 
модель, соответствующую поставленной 
задаче:

0

β →∫
T

tJ = c t e dt max–( ) ,	 (1)

W(t) = rW(t) – c(t), W(0) = W
0
,

W(T) = W
T
,	 (2)

0 ≤ c(t) ≤ 1, t ∈ [0; T].	 (3)

Ìîäèôèêàöèè áàçîâîé ìîäåëè
Рассмотрим некоторые модификации 

базовой модели.
Модель 1 оптимального соотношения 

потребления и накопления с нефиксиро-
ванным конечным уровнем богатства. Про-
анализируем данную модель:

0

β →∫
T

t
TJ = c t e dt + F W max–( ) ( ) , 	 (4)

W(t) = rW(t) – c(t), W(0) = W
0
,	 (5)

0 ≤ c(t) ≤ 1, t ∈ [0; T].	 (6)

Модель (4)–(6) соответствует постав-
ленной выше задаче поведения потребителя 
со следующими изменениями: требование 
достижения уровня W(T) денежных средств 
индивида в конечный момент времени T те-
перь снимается. Для определенности будем 
полагать, что β < r, поскольку для противо-
положного случая прослеживается аналогия 
в исследовании модели.

Теперь требуется максимизировать не 
только дисконтированное потребление за пе-
риод [0; T], но и удовлетворенность индивида 
от полученного в конце временного периода 
благосостояния F(W

T
). Введем следующие 

экономически обоснованные предположе-
ния: функция F(W) определена и дифферен-
цируема на R+, F'(W) > 0, F''(W) >0.
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Модель 2 оптимального соотношения 

инвестиций и потребления при наличии 
бюджетного ограничения. Рассмотрим 
данную динамическую модель:

0

β →∫
T

tJ = U c t e dt max–( ( )) ,

K(t) + A(t) = rA(t) – c(t), t ∈ [0; T],	 (7)

K(0) + A(0) = W
0
, K(T) + A(T) ≥ W

T
.

Она отличается от модели 1 тем, что 
средства распределяются на инвестиции и 
потребление c(t). У индивида есть возмож-
ность инвестировать средства в капитал K(t) и 
в активы A(t). Распределение богатства осу-
ществляется согласно дифференциальному 
ограничению (7), которое экономически 
интерпретируется так: суммарный поток ин-
вестиций в каждый момент времени t растет 
за счет дохода от них, равного rA(t), и умень-
шается за счет потребления c(t). 

В начальный момент времени t = 0 
уровень реального богатства потребителя 
составляет W

0
, как и в базовой модели, а в 

конечный момент t = T оно должно стать не 
ниже уровня W

T
. Значения параметров β, r, 

W
0
 и W

T 
заданы.

Функция U(c) — это функция полезности 
от потребления блага, которая определена и 
дифференцируема на R+, U'(c) > 0, U''(c) >0, 
U'(c) = –∞.

Необходимо максимизировать дисконти-
рованную полезность от потребления c(t) за 
период [0; T].

Модель 3 оптимального соотношения 
инвестиций и потребления с ограничением 
на рост капитала. Рассмотрим данную 
модель:

0

β →∫
T

tJ = U c t e dt max–( ( )) , 	 (8)

K(t) + A(t) = rA(t) – c(t), t ∈ [0; T],	 (9)

– 1 ≤ K(t) ≤ 1, t ∈ [0; T],	 (10)

K(0) = K
0
, A(0) = A

0
, K(T) + A(T) ≥ W

T
,	 (11)

K
0
 > 0, A

0
 > 0, K

0
 + A

0
 < W

T
, β > r.	 (12)  

Модель (8)–(12) отличается от предыду-
щей модели новым ограничением на рост 
капитала (он не может вырасти мгновенно) 
(10), ограничением на начальный размер 
инвестиций (11) и условиями в отношении 
параметров модели (12).

Êà÷åñòâåííûé àíàëèç áàçîâîé ìîäåëè
Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ìîäåëè (1)–(3) ñ 

ïîìîùüþ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 
[8, ñ. 9; 9, ñ. 109].

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà (àðãóìåíò 
t îïóñòèì äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïèñè) H(t, W, 
c, Ψ) = ce–βt + Ψ (rW – c) è ñîïðÿæåííîå 
óðàâíåíèå Ψ = –rΨ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 
ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ òàêîâî:

Ψ(t) = Ψ(0)e–rt,	 (13)

где значение Ψ(0) пока произвольная кон-
станта.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà [9, ñ. 109; 
10, ñ. 36], çàïèøåì óñëîâèå ìàêñèìóìà 
Ïîíòðÿãèíà ïî óïðàâëåíèþ c ñ ó÷åòîì âèäà 
ñîïðÿæåííîãî ðåøåíèÿ (13):

0
0β βψ ψ

≤ ≤

= = →t t rt

c

H e c e e c max– – –

    1

 (  –  )   (  –  ( ) )   .  

Ïîñëå âûíåñåíèÿ ìíîæèòåëÿ e–βt ýòî 
óñëîâèå çàïèøåòñÿ â âèäå

	 (14)

Очевидно, функция переключения   βψ r tH = e c( – )(1 – (0) )
=

0
0 βψ

≤ ≤

→r t

c

e c max( – )

    1

(1 –  ( ) )  .   линейна по управлению. 
Следовательно, из условия (14) оптимальное 
управление имеет вид

 

 

0 0 0
1 0 0

0 1 0 0

β

β

β

ψ
ψ
ψ

 <


= >
∀ ∈ =

r t

r t

r t

e

c t e

c e

(  – )

* (  – )

(  – )
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Проведем анализ поведения функции 
переключения H

с
 в зависимости от соотно-

шений между параметрами модели. Рассмо-
трим два случая.

Ñëó÷àé À: β < r. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ 
e(β–r)t > 0 и убывает ∀t ∈ [0; T]. Êðîìå òîãî, 
íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè  îêàçûâàåò âëèÿíèå 
çíà÷åíèå Ψ(0):

– åñëè Ψ(0) ≤ 0, òî H
с
 > 0 è óïðàâëåíèå 

c*(t) ≡ 1∀t ∈ [0; T];
– åñëè 0 < Ψ(0) < 1, òî ñèòóàöèÿ 

àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé;
– åñëè Ψ(0) > 1, òî H

с
 âîçðàñòàåò è 

ïåðåñåêàåò îñü Ot â îäíîé-åäèíñòâåííîé 
òî÷êå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò îäèí 
ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ

ψτ
β

ln
=

r

(0)
,

–
	 (15)

íàéäåííûé èç óñëîâèÿ H
с
 = 0 è ïðèíàäëåæàùèé 

îòðåçêó [0; T]. Òàêèì îáðàçîì: 
– ïðè Ψ(0) ≤ 1 îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ 

óïðàâëåíèå c*(t) ≡ 1∀t ∈ [0; T], ïðè÷åì 
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå 
çàäà÷è Êîøè (2): W*(t) = ert[W

0
 + (e–rt – 1) erT];

– ïðè Ψ(0) > 1 îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 
òàêîâî:

	 (16)

ãäå τ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (15).
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Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, 
ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëåíèþ (16), îïèøåì 
ïîäðîáíåå. Íà ïðîìåæóòêå [0; τ) ñ ó÷åòîì 
(16) èç óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 
èìååì W(t) = W

0
ert. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 

òðàåêòîðèè â òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ íàéäåì 

0 0

r
rτ βτ ψ rW = W e = W –( ) (0) .

Íà îòðåçêå [τ; T] òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è: W(t) = 

= rW(t) – 1, 0

r
βτ ψ r

TW = W W T =W–( ) (0) , ( )  — è 

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé W*(t) = ert[W
T
e–rT + 

+ e–r(t–T) – 1)]. Â èòîãå îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ 
íà îòðåçêå  èìååò âèä 

 τ

τ
0 0 ∈= 
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rt rt r t T
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W e t
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Ñëó÷àé Â — β > r — ðàññìàòðèâàåòñÿ 
àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ À ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, 
÷òî ïåðåêëþ÷åíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 
ïðîèñõîäèò ñ c(t) = 1 íà ïîëóèíòåðâàëå [0; τ) 
íà c(t) = 0 íà îòðåçêå [τ; T].

Экономически интерпретируем получен-
ные результаты исследования:

1. Если коэффициент дисконтирования β 
больше темпа роста богатства потребителя 
r и предельный вклад в дисконтированное 
потребление велик (т.е. Ψ(0) > 1), то реко-
мендуется до момента времени τ вести по-
литику накопления, а затем вплоть до конца 
рассматриваемого периода расходовать 
средства на потребление. При этом средства 
потребителя с момента τ будут уменьшаться 
до уровня W

T
. Если же вклад в дисконтиро-

ванное потребление мал (т.е. Ψ(0) ≤ 1), то в 

течение всего периода [0; T] осуществлять 
сбережения не рекомендуется, все средства 
расходуются только на потребление.

2. Если коэффициент дисконтирования β 
превышает темп роста богатства потребите-
ля r и предельный вклад в дисконтированное 
потребление мал (Ψ(0) < 1), то до момента 
времени τ рекомендуется вести политику 
потребления, а затем вплоть до конца рас-
сматриваемого периода осуществлять сбе-
режения. При этом средства потребителя 
с момента τ будут увеличиваться до уровня 
W

T
. Если же вклад в дисконтированное потре-

бление велик (Ψ(0) > 1), то в течение всего 
периода [0; T] рекомендуется осуществлять 
накопление средств. 

Заключение
В анализе процессов потребления и сбе-

режения интересен вопрос выявления факто-
ров, оказывающих влияние на их динамику. 
Для этого необходимо исследование социаль-
но-экономического содержания потребления 
и сбережения, подкрепленное применением 
математического моделирования. Эта про-
блема актуальна еще и потому, что сбере-
жения являются главным источником финан-
сирования инвестиций. Да и в целом без ана-
лиза процессов потребления и сбережения 
потребителей нет целостного представления 
об экономической динамике. В данной статье 
эта проблема рассматривается в аспекте 
экономико-математического моделирования 
задачи распределения средств потребителя. 
Качественный анализ модели проводится с 
помощью теории оптимального управления.
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